
Důkaz AG pr̊uměru
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Dokažte nerovnost aritmetického a geometrického pr̊uměru: pro každé n ∈ N
máme

n

√√√√ n∏
k=1

ak ≤ 1

n

n∑
k=1

ak.

Proof. Podle mě nejjednodušš́ı d̊ukaz je ten třet́ı, tedy dokažme, že pro ui > 0
a
∏n

i=1 ui = 1 plat́ı
∑n

i=1 ui ≥ n, a pak to použ́ıvejme pro p =
∏n

i=1 ai a
ui = ai/ n

√
p.

Nechť jsou ui > 0 s
∏n

i=1 ui = 1. Indukčńı začátek je n = 1, ve kterém
př́ıpadě máme

u1 =

1∏
i=1

ui = 1 ⇒ u1 = 1 ⇒
1∑

i=1

ui = u1 = 1 ≥ 1✓.

Plat́ı-li tedy tvrzeńı pro n a chceme ho dokázat pro n+1, tedy předpokládáme,
že
∏n+1

i=1 ui = 1. Pokud ui = 1 pro každé i ∈ {1, . . . , n+ 1}, tak
n+1∑
i=1

ui =

n+1∑
i=1

1 = n+ 1 ≥ n+ 1

a jsme hotovo. Jinak existuje j ∈ {1, . . . , n+ 1} a k ∈ {1, . . . , n+ 1} \ {j} tak,
aby uj > 1 > uk. Bez újmy na obecnosti (BÚNO) byť j = n+1, k = n (protože
všechno je symetrický a můžeme ty ui přejmenovat tak, aby to platilo). Pak si
definujme v := un · un+1, potom podle předpokladu je

1 =

n+1∏
i=1

ui =

(
n−1∏
i=1

ui

)
· un · un+1 =

(
n−1∏
i=1

ui

)
· v.

Teď použ́ıváme, že posledńı součin má jenom n faktor̊u, jejichž součin se rovná
1. Podle indukčńıho předpokladu dostaneme

n−1∑
i=1

ui + v ≥ n,

což můžeme přepsat na

n−1∑
i=1

ui + v ≥ n ⇔
n−1∑
i=1

ui ≥ n− v ⇔
n−1∑
i=1

ui + un + un+1 =

n+1∑
i=1

ui ≥ n− v + un + un+1.
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Dále plat́ı

−v + un + un+1 ≥ 1,

a to, protože (vzpomı́náme si, že v = unun+1)

− v + un + un+1 = −unun+1 + un + un+1 ≥ 1

⇔ un + un+1(1− un) ≥ 1.

Kv̊uli tomu, že un+1 > 1 > un, máme tedy

un + un+1(1− un) ≥ un + (1− un) = 1,

tak celkem

n+1∑
i=1

ui ≥ n− v + un + un+1 ≥ n+ 1.

T́ım ukonč́ıme indukci. Zvolme teď p =
∏n

i=1 ai a ui = ai/ n
√
p > 0, dostaneme

n∏
i=1

ui =

n∏
i=1

ai
n
√
p
=

(
n∏

i=1

ai

)
·

(
n∏

i=1

1
n
√
p

)
=

(
n∏

i=1

ai

)
·
(

1
n
√
p

)n

=

(
n∏

i=1

ai

)
· 1
p
= 1,

předpoklad indukce t́ım pádem plat́ı, a podle předcházej́ıćıho indukčńıho kroku
usuzujeme, že

n ≤
n∑

i=1

ui =
1
n
√
p

n∑
i=1

ai =
1

n
√∏n

i=1 ai

n∑
i=1

ai,

což přeṕı̌seme na

n

√√√√ n∏
i=1

ai ≤
1

n

n∑
i=1

ai.
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